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СОВМЕСТНЫЙ АНАЛИЗ НАПРЯЖЕНИЙ И ДЕФОРМАЦИЙ 
ПРИ ПРЕССОВАНИИ ПОРИСТОЙ ЗАГОТОВКИ В КОНТЕЙНЕРЕ 
 
Решение полной системы дифференциальных уравнений      
теории пластичности можно свести к поиску экстремума функ-
ционала I, составленного специальным образом [1...4].      При          
этом виртуальные напряжения и перемещения задаются  с    точ-
ностью до некоторых варьируемых   параметров,   которые     нахо-
дятся из решения вариационного уравнения     I  =   0.      Так, в рам-
ках теории малых пластических деформаций    в   [4]     сформули-
рован функционал вида 
 
𝐼 = ∫ [∫ Λ(𝑇)𝑑𝜏 +
𝑇′
0
∫ T(Λ)𝑑Λ + ∫ ε(𝜎)𝑑𝜎 + ∫ σ(𝜀)𝑑𝜀 +
𝜀′
0
𝜎′
0
Λ′
0𝑉
 
+𝜌(𝜔𝑖 − 𝑔𝑖
∗ )𝑢𝑖
′]𝑑𝑉 − ∫ 𝑓𝑖
∗𝑢𝑖
′𝑑𝑆 − ∫ 𝑓𝑖
′𝑢𝑖
∗𝑑𝑆 −
𝑠𝑢𝑠𝑓
 
∫ [𝑓𝜈𝑖
′ 𝑢𝜈𝑖
∗ + 𝑓𝜏𝑖
′ 𝑢𝜏𝑖
∗ − ∫ 𝑓𝜏 (𝑢)𝑑𝑢 −
𝑢𝑠𝑖
′
0
∫ 𝑢𝑠𝑖 (𝑓)
∗𝑑𝑓
𝑓𝜏𝑖
′
0
] 𝑑𝑆
𝑠𝑠
, 
 
где V — объем, охваченный пластической деформацией; Su — 
поверхность, где заданы граничные условия в перемещениях;                     
Sf      — поверхность,     где заданы граничные условия          в   напряже-
ниях; Ss — поверхность, где известно нормальное перемещение   
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инструмента и учтен закон трения;        Т(),    ()  – зависимости      
сопротивления деформации сдвига от степени деформации      сдвига 
и среднего нормального напряжения от степени объемной 
деформации; (Т) и ()  —   обратные функции;  — плотность; (i 
и gi* - компоненты  векторов ускорения и массовых сил;     ui ,                   
fi —компоненты вектора перемещения и поверхностных напря-
жений; fvi и fi — компоненты вектора поверхностных          напря-
жений     в проекциях на нормальную и ка-
сательную плоскости; uvi и ui — переме-
щения в проекциях на те же плоскости;   
usi — перемещения на поверхности, где 
задан закон трения. Все перемещения 
предполагаются достаточно малыми, что-
бы была справедливой геометрически ли-
нейная теория. Вообще говоря, здесь рас-
сматривается малый отрезок времени t,     
а перемещения —суть приращения пере-
мещений. Звездочками помечены величи-
ны, заданные граничными условиями. 
Варьирование производится по величи-
нам, отмеченным штрихами. В дальней-
шем рассмотрим случай достаточно мед-
ленного пластического течения, что позволяет упростить запись 
функционала, исключив из нее последнее слагаемое в первых 
квадратных скобках. 
Рассмотрим в цилиндрической системе координат rz де-
формацию пористой заготовки заданной высоты h в контейнере    
(рис. 1). Перемещение пуансона 1 на h вызывает уплотнение 
заготовки 2, помещенной в контейнер 3.      Вследствие   действую-
щих на поверхностях трения напряжений напряженное и дефор-
мированное состояние будет неоднородным. 
Для осесимметричного случая характерно наличие четырех 
компонент тензора напряжений: rr, , zz, rz. Для поля на-
пряжений  можно  сформулировать  следующие  граничные         усло-
вия: 
𝜎𝑟𝑧|𝑟=0 = 0 ,   (1) 
 
а на боковой поверхности цилиндра справедлив закон трения, 
например, по Кулону: 
|𝜎𝑟𝑧|𝑟=𝑅 = 𝜇|𝜎𝑟𝑟|𝑟=𝑅, ,   (2) 
 
где  — коэффициент трения. Применив правило знаков для 
напряжений, снимем знаки модуля 
𝜎𝑟𝑧|𝑟=𝑅 = 𝜇𝜎𝑟𝑟|𝑟=𝑅 .   (2а) 
Статически возможные напряжения наряду с граничными усло-
виями (1) и (2) должны удовлетворять дифференциальным 
уравнениям равновесия    
Рис. 1. Схема прессова-
ния пористой заготовки 
в контейнере (обозначе-
ния в тексте) 
 
Рис. 1. Схема прессова-
ния пористой заготовки 
в контейнере (обозначе-
ния в тексте) 
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𝜕𝜎𝑟𝑟
𝜕𝑟⁄ +
𝜕𝜎𝑟𝑧
𝜕𝑧⁄ +
(𝜎𝑟𝑟−𝜎𝜑𝜑)
𝑟
= 0;     (3) 
𝜕𝜎𝑧𝑧
𝜕𝑧⁄ +
𝜕𝜎𝑟𝑧
𝜕𝑟⁄ +
𝜎𝑟𝑧
𝑟⁄ = 0  .   (4) 
Уравнение (3) существенно упростится, если принять гипотезу             
о том, что  𝜎𝜑𝜑 = 𝜎𝑟𝑟 . Выберем статически возможное поле на- 
пряжений. Для этого зададим напряжение 𝜎𝑟𝑧  с точностью до 
варьируемого параметра   b0  с учетом граничного условия (1)                          
в виде линейной функции от r: 
𝜎𝑟𝑧 + 𝑏0𝑟/𝑅  .   (5) 
Интегрирование уравнения (3) позволит найти напряжение 𝜎𝑟𝑟 :      
𝜎𝑟𝑟 = − ∫ (
𝜕𝜎𝑟𝑧
𝜕𝑧⁄ ) 𝑑𝑟 + 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧)  ,   (6) 
где f(z) — произвольная функция интегрирования. Напряжение           
zz найдем из второго уравнения равновесия (4): 
𝜎𝑧𝑧 = − ∫ [
𝜕𝜎𝑟𝑧
𝜕𝑟⁄ +
𝜎𝑟𝑧
𝑟⁄ ] 𝑑𝑧 + 𝑓1(𝑟) = −
2𝑏0𝑧
𝑅
+ 𝑓1(𝑟) ,  (7) 
где      𝑓1(𝑟) — произвольная функция интегрирования.   Примем = 
   𝑓1(𝑟) = 𝑏1 , где 𝑏1  — варьируемый параметр. Допустим, ради 
простоты,      что радиальные напряжения пропорциональны    осе-
вым, что не противоречит имеющимся опытным данным: 
𝜎𝑟𝑟 =  𝜎𝜑𝜑 = 𝑘𝜎𝑧𝑧 = 𝑘(−
2𝑏0𝑧
𝑅⁄ + 𝑏1) ,  (8) 
где k — коэффициент пропорциональности. 
Тогда интенсивность касательных напряжений 
Τ = √
(𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝑟𝑟)2
3⁄ + 𝜎𝑟𝑧
2 =     
=
√(−
2𝑏0𝑧
𝑅⁄ + 𝑏1)
2
(1 − 𝑘)2
3
⁄ +  
𝑏0
2𝑟2
𝑅2
⁄    (9) 
и среднее нормальное напряжение 
𝜎 = −
2𝑏0𝑧
𝑅⁄ + 𝑏1(1 + 2𝑘)/3     (10) 
 
Удовлетворим условие (2а) в интегральной форме: 
    ∫ 𝜎𝑟𝑧|𝑟=𝑅𝑑𝑧 = −𝜇 ∫ 𝜎𝑟𝑟|𝑟=𝑅𝑑𝑧
ℎ
0
ℎ
0
 
или 
𝑏0ℎ = −𝜇[2𝑏0ℎ
2/2𝑅 + 𝑏1ℎ],     
откуда  
𝑏1 = −𝑏0(
1
𝜇⁄ −
𝑅
ℎ⁄ )ℎ/𝑅.     
Ограничимся рассмотрением случая h/R >> , что в действи-
тельности    чаще   всего   и  реализуется   на   практике,     тогда b0 =  
= — b1R/h.   С учетом последнего исключим параметр b0 из фор-
мул (5), (8)...(10). 
Выберем поле перемещений так: 
𝑢𝑧 = Δℎ
𝑧
ℎ
[−1 + 𝑎(1 −
𝑧
ℎ
)];        ur = 0,   (11)  
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где a — варьируемый параметр, что удовлетворяет граничным 
условиям 
                𝑢𝑧|𝑧=0 = 0;    𝑢𝑧|𝑧=ℎ = −Δℎ;   .    
𝑢𝑟|𝑟=0 = 0;   𝑢𝑟|𝑟=𝑅 = 0   .   (12) 
 
Дифференцируя (11), получим 
𝜀𝑧𝑧 =
Δℎ
ℎ
[−1 + 𝑎(1 − 2
𝑧
ℎ
)];        rr =   = rz = 0.   
 
Найдем степень деформации сдвига  
Λ =
2𝜀𝑧𝑧
√3
⁄ =
2
√3
Δℎ
ℎ
| − 1 + 𝑎 (1 − 2
𝑧
ℎ
) |,         
 
а также степень деформации объема 
ε =
2𝜀𝑧𝑧
√3
=
2
√3
Δℎ
ℎ
| − 1 + 𝑎 (1 − 2
𝑧
ℎ
) |
Δℎ
ℎ
.         
 
В условиях данной задачи функционал вариационного принципа 
приобретает следующий вид: 
 
𝐼 = ∫ {∫ T𝑑Λ + ∫ σ𝑑𝜀 + ∫ Λ𝑑𝜏 + ∫ ε𝑑𝜎 +
𝜎′
0
𝑇′
0
𝜀′
0
Λ′
0
}  𝑑𝑉
𝑉
 -  
− ∫ 𝜎𝑧𝑧
′ |𝑧=ℎ𝑢𝑧 |𝑧=ℎ𝑑𝑆 − ∫ 𝜎𝑟𝑧|𝑟=𝑅𝑢𝑧
′ |𝑟=𝑅𝑑𝑆𝑠𝑠
    
𝑠𝑢
,  (13) 
 
где Su — поверхность торца пуансона; Ss — боковая поверхность 
контейнера. 
Разложим функции Т () и  ()  в ряд Тэйлора,  ограничив-
шись   двумя   членами    ряда   Т = s +   = 0 +  где  = 
=
𝜕Τ
𝜕Λ
|Λ=0,      𝛽 =
𝜕σ
𝜕ε
|ε=0,    s и 0 — значения  и , предопределен- 
ные историей деформации на предыдущем этапе деформирования к 
началу   отрезка   времени t.    С    учетом   этого вычислим     интегра-
лы в фигурных скобках формулы (13): 
 
∫ (𝜏𝑠 + 𝛼Λ)𝑑Λ = 𝜏𝑠Λ
′ + 𝛼(Λ′)2/2 
Λ′
0
;∫ (𝜎0 + 𝛽ε)𝑑𝜀 = 𝜎0ε
′ + 𝛽(ε′)2/2 
𝜀
0
; 
∫
1
𝛼
(Τ − 𝜏𝑠)𝑑τ =
1
2𝛼
(Τ − 𝜏𝑠)
2   
Τ′
𝜏𝑠
;  ∫
1
𝛽
(σ −  𝜎0)𝑑σ =
1
2𝛽
(σ − 𝜎0)
2   
σ′
𝜎0
.  
 
Для упрощения решения допустим, что s и 0 равны нулю,      
что справедливо в начальный период деформации пористого тела. 
Каждое из слагаемых в (13) продифференцируем по варьируемым 
параметрам    и   проинтегрируем    по   координатам,    для      удобства 
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записи обозначим эти слагаемые соответственно II, III, IIII, IIV,    
 IV, IVI:   
 
 
𝜕𝐼Ι
𝜕𝑎
=
4
9
𝛼𝜋
Δℎ2
ℎ
𝑅2𝑎;    
𝜕𝐼Ι
𝜕𝑏1
= 0; 
 
𝜕𝐼ΙΙ
𝜕𝑎
=
1
3
𝜋𝛽
Δℎ2
ℎ
𝑅2𝑎;    
𝜕𝐼ΙΙ
𝜕𝑏1
= 0; 
 
𝜕𝐼ΙΙΙ
𝜕𝑎
= 0 ;    
𝜕𝐼ΙΙΙ
𝜕𝑏1
= 2𝜋𝑅2ℎ {
1
6
(1 − 𝑘)2 [
4
3
𝜇2 + 2𝜇 + 1] +; 
+
1
4
𝑅2
ℎ2
𝜇2}; 
 
𝜕𝐼ΙV
𝜕𝑎
= 0 ;    
𝜕𝐼ΙV
𝜕𝑏1
=
𝜋
𝛽
𝑏1
𝑅2ℎ
9
(
3
4
𝜇2 + 2𝜇 + 1) (1 + 2𝑘)2  ; 
 
𝜕𝐼V
𝜕𝑎
= 0 ;    
𝜕𝐼V
𝜕𝑏1
= −𝜋𝑅2Δℎ(1 + 2𝜇)   . 
 
В последнем интеграле формулы (13) подвергаются варьированию 
лишь перемещения, поэтому 
 
𝜕𝐼VI
𝜕𝑎
= 2𝜋
Δℎ2
ℎ
𝑅2𝑎 (
2
3
𝛼 +
1
2
𝛽) +
1
3
𝜋𝑅2𝜇Δℎ𝑏1 = 0  ,  
 
отсюда 
𝑎 = −
𝜇𝑏1
[2
Δℎ
ℎ
(
2
3
𝛼+
1
2
𝛽)]
  .     (14) 
 
 
Коэффициент a характеризует неравномерность распределения 
деформации по высоте заготовки. Из последней формулы видно, что 
неравномерность деформации тем больше, чем больше коэффициент 
трения, при  = 0 обеспечивается однородная деформация. 
 Из второго вариационного уравнения получим  
 
 
2
𝛼
𝑏1ℎ [
1
6
(1 − 𝑘)2𝐷 +
1
4
𝑅2
ℎ2
𝜇2] +
1
9𝛽
𝑏1ℎ𝐷(1 + 2𝑘) + Δℎ(1 + 2𝜇) = 0 ,             
 
где  
𝐷 =
4
3
𝜇2 + 2𝜇 + 1,   
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откуда возможно определить параметр b1: 
 
𝑏1 =
(1+2𝜇)/ℎ
1
∝
{
1
3
(1−𝑘)2𝐷+
1
2
 
𝑅2
ℎ2
𝜇2}+
1
9𝛽
𝐷(1+2𝑘)2
.     (15) 
 
C учетом (14) и (15) удается однозначно определить векторное поле 
перемещений и поле напряжений. Наиболее интересным 
представляется определение сте-
пени объемной деформации в 
функции координаты z.     Имею-
щиеся литературные данные [5] 
указывают на падение плотности 
заготовки по мере удаления от ' 
активного (перемещающегося) 
пуансона. Построенная на рис. 2 
зависимость  от координаты z 
согласуется с этими данными, 
причем подтверждается и извест -
ный характер зависимости плот-
ности от коэффициента трения . 
Таким образом, применение 
обобщенного вариационного прин-
ципа позволяет оценить влияние 
напряжения на характер деформированного состояния. 
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Рис. 2. Зависимость степени де-
формации объема от относитель-
ной координаты z/h и параметра 
𝑄 = −
𝜇𝑏1
[2(
2
3
𝛼+
1
2
𝛽)]
;  
Δℎ
ℎ
= 0,1 
